E. Berechnung permanent magnetischer Felder

Die folgenden Abschnitte sollen einen Eindruck vermitteln, wie Pemtaragnete bzgl. ih-
rer magnetischen Felder berechnet werden kénnen. Dieser Ubdwnickselbstverstandlich
nicht alle Gebiete der mathematischen Analyse umfassen. &view lediglich die grundle-
genden Differentialgleichungen der Magnetostatik herleiten, éineren Uberblick Uber die
numerische Methode der Finiten Elemente geben und dann zur analyfsrieehnung von
Dauermagneten kommen. Einige der unten angegebenen Gleichungeenbasitrematisch
auf dem Gebiet der Vektoranalysis. Die entsprechende Bedeutundreine von Symbolen
wird daher in einem kurzen Anhang erlautert.

1. Generelles

Das Herz aller Methoden zur Analyse makroskopischer magnetiSgisegme sind die be-
rumten Maxwell-Gleichungen zusammen mit einigen Materiatgese Aus den Maxwell-

Gleichungen lassen sich partielle Differentialgleichungeneféktromagnetische Potentiale
ableiten, die alle Gebiete elektromagnetischer Phdnomene abdedketatigche und zeitab-
hangige elektrische und magnetische Felder, Stromverteilungé&trjselee Netzwerke oder
elektromagnetische Wellen. Wir werden im folgenden zuerst@lieiehung zur Behandlung
von permanenten Magneten und zeitunabh&ngigen elektrischen Stromen herleiten.

In Gleichung (B.4) hatten wir:
B=Br+ ox {H)>xH (E.1)

Diese Konstitutionsrelation umfal3t Dauermagnete mit Remanenziadugti und der i.a.
Feld abhangigen jedoch kleinen PermeabilitatSie kann jedoch ebenso fur weichmagneti-
sche Materialien verwendet werden, in der@nvergleichsweise klein und, gehr grof3 ist,
oder auch fur beliebige andere Materialien.

Wir verwenden nun das Vektorpotenthaund zuséatzlictM, stattB,, d.h.
B=N"A und M. =B/ o (E.2)

Die Darstellung vorB mit Hilfe eines Vektorpotentials folgt aus der Qefreiheit N>8=0,
vergleiche hierzu (EA.8) im Anhang. Dies liefertsammmen mit (E.1), wenn wir auf beiden
Seiten die Rotation bilden

N"—=N" A

N AR H+R M (E.3)

Wenn wir uns an das Ampersche DurchflutungsgesetfA&t) erinnern, so sehen wir, dal3
im statischen Fall der erste Term auf der rechtgte Qichts anderes ist als die Stromdighte
Als zu l6sende Differentialgleichung der Problertistey erhalten wir damit:

N

N"A= oj+N’ &) (E.4)
Vorgegebene GrolRen bei einem solchen magnetosiatigeroblem sind hier die Stromdichte
sowie die Remanenzmagnetisierung und die Unbekasntas Vektorpotential. Weiterhin
vorzugeben ist die Permeabilitat. Zusatzlich ist der Bestimmung voA nach (E.4) das
Verhalten des Potentials auf den Randern des Giehsbereichs sowie unter zuséatzlichen
Eichbedingungen zu spezifizieren. Explizite Lésungen (E.4) furA und damit auch fuB



undH sind nur in speziellen Fallen ermittelbar, waseagdt, dald numerische Verfahren zum
Einsatz kommen missen. Das populérste Verfahredais¢i die Finite Elemente Methode
(FEM).

Die Finite Elemente Methode unterteilt den Raurkl@ine Elemente und nimmt eine lineare
oder quadratische Ortsabhangigkeit der Unbekanmieerhalb eines jeden Elementes an.
Abb. E1 zeigt eine solche Verteilung von Elemerfterein zweidimensionales Beispiel. Das
Verhalten der Unbekannten innerhalb eines Elememtesmittels ihrer Werte an den Ecken,
den sogenannten Knoten, oder mittels der WertedanfRandern spezifiziert. Unter diesen
Voraussetzungen kann eine Gleichung wie (E.4) imlieeares Gleichungssystem mit den
Knoten- oder Randwerten als Unbekannte umgewandgiien. Die FEM-Methode liefert
somit eine Approximation der Wirklichkeit mit zumaknder Qualitéat bei zunehmender
Dichte der Elemente. Nachteilig ist bei dieser Mdthodald entsprechende Softwarepakete
zumindest fur dreidimensionale Berechnungen sakertsind. Ublich sind dabei Preise im
Bereich mehrerer 10.000 US$. Zusatzlich erfordeemadige Programmpakete ein hohes
Wissensniveau und die Analysen sind in der Regg#itrzeitintensiv.

Neben den erwadhnten direkten Losungen der Diffeaigheichungen fur wenige Ausnahme-
falle und der FEM Methode existieren eine Reihe weitaumerischer Methoden wie FDM
(Finite Differenzen Methode), BEM (Boundary ElementtMele) und FIT (Finite Integrati-
onstechnik). Sie ermitteln ebenso wie FEM die Unheken auf diskreten Stellen im Raum,
die mathematische und praktische Umsetzung istcfeddne andere. Teilweise sind diese
Methoden weniger popular als FEM, teilweise weiserabier auch erhebliche Nachteile auf.
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Abb. E1: Wechselwirkung einer Spule mit einem unidirektienaMagneten (Pfeil), analy-
siert mit der FEM Methode.

Als eine Naherungsmethode sei auch die sog. magheti Kreismethode erwahnt, die in
nahezu jedem Lehrbuch tber technischen Magnetigmwughnt wird. Vor Aufkommen der

FEM sowie kostengunstiger EDV Ressourcen wurde dd@tensiv genutzt. Sie ist geeignet
fur die mehr oder weniger genaue Analysen von 8ystet Dauermagneten oder Stromen,
wenn diese in Systeme aus weichmagnetischen Materialtegriert sind und nur kleine

Luftspalte im System vorhanden sind. Sie basieftdinekte Anwendung des Amperschen
Durchflutungsgesetzes, der FluRRerhaltung und maghetr Konstitutionsrelationen und lie-



fert explizite Formeln zur Approximation der Feldersbesondere in den Luftspalten. Weite-
res zur magnetischen Kreismethode sollte derdftierentnommen werden.

Nach dieser eher allgemeinen Einfihrung kommennwir zur mathematischen Behandlung
der Dauermagnete selbst. Im folgenden werden vamoib der analytischen Berechnung ihrer
Felder im Dreidimensionalen befassen.

2. Berechnung von Dauermagneten

In Abwesenheit elektrischer Strome und weichmagok&r Materialien ist zum einen in
(E.4) j=0. Zum anderen kann, fiir die meisten Permanentmagnete mit Eins gleiatges
werden, so daf3 sich (E.4) reduziert zu:

N°"N A= oN" M

Als Eichbedingung fUA fuhren wir nun die sogenannte Coulomb-Eichung ein:

NxA =0 (E.5)
Zusammen mit der Vektor-ldentitat (EA.9) wird ddsge damit:
DA =- X" M, (E.6)

Dies ist unsere zu l6ésende partielle Differenteildiung. Sie hat als generelle Losung fol-
gendes Vektorpotential

A(r):—o N |V.|r |V'+—O Mr n
r-r

—dF' E.7
4\,‘ | 42‘r-r'| ED

Hier istr der Ortsvektor an dem das Feld gesucht wirdist der Ortsvektor fur die Punkte
des Magneten. Die Integration erstreckt sich tUbsmdagnetvolumen und dessen Oberflache.

Gl. (7) ist weniger beliebt als die im folgendengestellte Formulierung, teilweise vielleicht,
weil A ein Vektor mit drei Komponenten ist:

Verwenden wir (E.1 )zusammen mit=l in den Magneten und in Luft, so erhalten wir mit
M, nach (E.2):

= oM+ o

Beriicksichtigen wir, daR B keine Quellen hat, dB=0, siehe GI. (A.3), so fiihrt dies bei
Bildung der Divergenz auf beidem Seiten zu:

N xH = - N xm, ®

Daj=0 d.h.N" H=0, so folgt aus der Vektoranalysis, daR rhlamit Hilfe eines Skalarpotentials aus-
dricken kann, siehe hierzu Gl. (EA.7) im Anhang:

H=-KN (E.9)
Dies fuhrt zusammen mit (E.8) zu:

DF =N XM, (E.10)
Dies ist nun unsere zu ldsende Differentialgleichudie generelle Lésung lautet:



Firy=- = NMgp 1 My (E.11)
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Die Integration wird wie oben Uber das Magnetvolansewie Uber die Magnetoberflache
ausgefuhrt.

Welche von beiden Formulierungen, also das maghetiy¥ektorpotential oder das magneti-
sche Skalapotential, zur praktischen Berechnungesigtzt wird, hangt oft auch vom Schwie-
rigkeitsgrad der jeweiligen Integral-Berechnungual kann unterschiedlich fur unterschied-
liche Geometrien sein. Im allgemeinen kénnen diedrale nicht mittels expliziter Ausdrik-
ke dargestellt werden und sind daher numerischraitteln.

3. Berechnungs-Beispiel

Im folgenden zeigen wir ein einfaches Beispieldig Anwendung des Skalar-Potentials bei
der Berechnung eines homogen magnetisierten Zybndier Hohe h und mit Au3enradiys r
Das Feld soll bei einem Abstand d von der Stirfiéberechnet werden, wobei die Magneti-
sierung in axialer Richtung weist=M*e,., siehe Skizze.

v

Fig.E2: Skizze eines homogen magnetisierten Zylinders. Bed ist am eingezeichneten
Punkt oberhalb des Magneten im Abstand d zu berechne

Wenn wir die Losung fir das Potential (E.11) béditan, so erkennen wir, dal3 im Volu-
menintegral stetBl’M =0. Insofern verschwindet dieses Integral selb#s st stets der Fall
wenn homogene Magnetisierungen vorliegen. Das Mé&gdetesultiert dann alleinig aus den
Polflachen

Zur Vereinfachung kombinieren wir den Rest von (B.mit Gl. (E.9) und ziehen den
ungestrichenen Nabla Operator unter das Flachgnaitdamit erhalt man fur das Feld:

H(r) = - iolvlrxn'N(i)dF' (E.12)

4 _ r-r]
Das Skalarprodukt der Magnetisierung mit dem Obehmng#avektor ist nur ungleich Null auf
den Stirnflachen des Zylinders. Im folgenden geliég Pluszeichen zur oberen und Minus
zur unteren Stirnflache:



Mr>n =xM: (B)13
Das Oberflachen-Element der Strirnflache ist:

dF'=r'drd/’ (E.14)
Aus der Problemsymmetrie folgt, dal3 am betracht&amtralpunkt im Abstand d zur Ober-

flache nur eine axiale, d.h. z-Komponente des Bekddtreten kann. Insofern benétigen wir
nur die z-Komponente des Gradienten unter dem Integral:

Lol t 9 1
-l el 92 rte- 22
z'=+/- h/2 ist die axiale Position der Stirnflachand z ist die Koordinate des Aufpunktes,

gesehen vom Koordinatenursprung. Nach Differenaiered Ausdriicken von z und z* durch
d und h erhalt man:

RN —— d fur die obere Flache (E.15a)
Tz|r-r| (r’+d?)?
T_1 d+h fur die untere Flache (E.15b)

el @+ by
Wir fassen nun (E.12)-(E.15) zusammen und erhéltedas Feld:

H(d) = H:>e;
mit (E.16)
Hz:Hzt- sz
wobei
Mr 2 . ra d:r
a=— dj' ————dr' E.16a
! 4 0 / 0 /(r|2+d2)3 ( )
und

sz:& 2d_lra (d+h):r

4 0 0 (r|2+(d+h)2)3

Die Winkelintegration ist trivial und die Integralder den Radius kdnnen aus Integraltabel-
len entnommen werden. Wir erhalten damit als Endii@sftir das gesuchte Feld:

dr (E.16b)

H(d) = H. %e. (E.17)
mit
H(d) = %(g(d+ h)-g(d)) (E.17a)
wobei
w
- v E.17b
g(w) = ( )



Zum Beispiel erzeugt ein Magnet mit ra=5mm, h=3mmd Mr=800kA/m (=1T) im Abstand
1mm ein Feld von 171 KA/m.

Wahrend obiges Beispiel ein relativ leicht ableiisaResultat aufweist, konnen im Allge-
meinfall die jeweiligen Integrale oftmals nicht dizg ausgedrickt werden und sind nume-
risch zu I6sen. Im Fall nicht homogener Magnetisigen muf3 zuséatzlich das Volumeninte-
gral in (E.11) berechnet werden.

Anhang

Oben wurden teilweise Symbole der Vektoranalyses dgr Nabla Operator verwendet. Diese
und einiges weitere sollen im folgenden erlautestden:

Der Nabla Operator kann in kartesischen KoordinatenVektor einzelner Differentialope-
ratoren dargestellt werden:

N=(—,—,— (EA.1)

In kartesischen Koordinaten kann dieser Operatereimn Vektor in Form des Skalarproduk-
tes und des Vektorproduktes mit Vektorfeldern avegelet werden. Mit Skalarfeldern kann
eine einfache Multiplikation durchgefuhrt werderarbit lassen sich die Gebilde Divergenz,
Rotation und Gradient erzeugen:

1 1 1
N d - —a&t+t—at+— EA.2
xa=div(a) = ix & ﬂyaj ﬂZaz (EA.2)
fla: ﬂa/ ﬂ& Y& Tay T
N” a=rot — - — EA.3
a=rot(d) = e— o 12 ( 0 +ex( T ‘ﬂy) (EA.3)
N :gradq:):ex1 +ey1 ra (EA.4)

X Ty 1z

Da wir oben gradf) fur unser Beispiel in Zylinderkoordinaten jz verwendet haben, sei
dies im folgenden ebenfalls angeschrieben. Ausdrifickdiv@) und rot@) in anderen Koor-
dinatensystemen kdnnen der Literatur entnommeneamerd

T 1.1 )

N =gradf)=e— +-6— +e&— EA.5
gradf) v Yy = (EA.5)
Ein weiterer Operator, der aus dem Nabla Operatgt,fist der Laplace Operator:
2 2 2
-t T (EA.6)
x Ty 1%z

Einige wichtige Beziehungen von Vektor-Feldern imsZmmenhang mit diesen Operatoren
sind die folgenden:

N a=0 a=K (EA.7)

(In Worten: Ist ein Vektorfeld rotationsfrei, sorkaman es als Gradient eines Skalarpotenti-
als darstellen)



N>xa=0 a=N"A (EA.8)

(In Worten: Ist ein Vektorfeld quellenfrei, so karman es als Rotation eines Vektor-
potentials ausdriicken.)

Eine Identitat mit Differentialoperatoren, die obesrwendet wurde, ist die folgende:
N°N a=NN>x)- a (EA.9)

Eine Vielzahl weiterer Beziehungen zwischen Opeestan Zusammenhang mit Skalar- und
Vektorfeldern kénnen in der Literatur gefunden vegrdDies gilt auch zu den Regeln der
Berechnung der hier dargestellten Flachen- und ehintegrale sowie ihren wechselseiti-
gen Beziehungen wie dem Gaul3schen, Stokschem odensghem Satz.



